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RESUMEN

En este articulo se exploran formas alternativas
de ensefanza que promuevan el razonamiento
proporcional en estudiantes mexicanos entre ca-
torce y quince afios, con apoyo de la tecnologia
digital. Con este proposito se disefié una secuen-
cia de actividades didacticas para significar los
conceptos de razon y proporcion en sus diversas
representaciones desde la perspectiva de las fun-
ciones lineales. Para el diseho de tareas se em-
plearon elementos del marco de la matematica
realista y la didactica de Cuevas-Pluvinage, que
coinciden en varios sefialamientos. Los objetivos
de aprendizaje y las actividades propuestas se or-
ganizaron mediante una trayectoria hipotética de
aprendizaje. El analisis y la evaluacion detallada
de las respuestas nos permiti6 identificar ventajas
didacticas del diseno, dificultades de aprendizaje
y el importante rol que jugd la tecnologia en el
proceso de aprendizaje.
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Abstract

This article explores alternative teaching
methods that promote proportional reasoning
in Mexican students aged fourteen to fifteen
using digital technology. To this end, a sequen-
ce of didactic activities has been designed to give
meaning to the concepts of ratio and proportion
in their different representations from the ap-
proach of linear functions. For the design of the
tasks, elements of the theory of Realistic Mathe-
matics Education and the Didactics of Cuevas-
Pluvinage were used, coinciding with several
didactic points. The proposed learning objecti-
ves and activities have been organized through
a hypothetical learning trajectory. The analysis
and detailed evaluation of the responses allowed
us to identify: the didactic advantages of the de-
sign, the learning difficulties, and the vital role
played by technology in the learning process.
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Promover el razonamiento proporcional mediante la tecnologia digital

INTRODUCCION

1 razonamiento proporcional es crucial al to-

mar decisiones en la vida diaria, por ejemplo,
de inversion, al comparar relaciones costo-bene-
ficio, elegir entre productos, mezclar materiales
o ingredientes, realizar repartos proporcionales,
entre un sinfin de opciones en las que es significa-
tivo pensar proporcionalmente. El razonamiento
proporcional es un ejemplo de herramienta ma-
tematica necesaria para interactuar en la vida
cotidiana (Freudenthal, 1991) y, en este sentido,
Lamon (2020) estima que 90% de los adultos no
posee un razonamiento proporcional desarro-
llado. Al igual que la mayoria de los conceptos
matematicos, el razonamiento proporcional con-
tiene términos matematicos no menos complejos,
como fraccién, razén y proporcion (Weiland et
al., 2021); los cuales se estudian desde la edu-

caciéon elemental hasta la educacion superior, y
en todos los niveles se han detectado problemas
en su aprendizaje. Ademas, cabe sefialar que su
aplicacion es transversal a otras ciencias, como la
fisica, la quimica y la economia (Lamon, 2007).

Debido a la relevancia del tema, en un breve
estado del arte hemos agrupado la problematica
acerca del razonamiento proporcional en cuatro
direcciones:

1) Excesiva aritmetizacion: el analisis de la
relaciéon entre las variables es reempla-
zado por la aplicacion de un algoritmo
—generalmente regla de tres o producto
cruzado— sin razonar los procesos de cova-
riacion (Lobato et al., 2010).

2) Escaso desarrollo de las habilidades pro-
porcionales: la aplicacion de reglas mate-
maticas sin significado para los estudiantes
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conduce a la creacion de hébitos y limita
su aplicacion a problemas de un tipo espe-
cifico, ya que no se da la oportunidad para
resolver problemas en diversos contextos
que permitan explorar las multiples repre-
sentaciones de las situaciones proporcio-
nales (Weiland et al., 2021).

3) Desestimacion del concepto razoén en el
curriculo: en la mayoria de los curriculos
vigentes se priorizan las fracciones como
representantes de los nameros raciona-
les, lo cual conduce a una vision rigida y
estrecha del espacio matemaético, ya que
las razones involucran magnitudes de dos
espacios de medida; el aprendizaje de las
razones es relegado y se espera que los es-
tudiantes descubran por si mismos la dife-
rencia entre razones y fracciones (Confrey
& Carrejo, 2005).

4) Dificultad para distinguir las relaciones
lineales de las relaciones no lineales: se
ha detectado una tendencia a aplicar el
modelo de la proporcionalidad directa en
contextos donde no es aplicable. Esta pro-
blematica, a menudo llamada “ilusién de
la linealidad” (De Bock et al., 2007), ha
generado el debate sobre si este fenomeno
es generado por un obsticulo epistemold-
gico o si es causado por una ensefianza in-
adecuada del concepto proporcionalidad
(Modestou & Gagatsis, 2010).

Muchos de los estudios mencionados se han
realizado en ambientes sin tecnologia digital,
donde a menudo se utilizan figuras pictoricas y se
resuelven los problemas asociados utilizando lapiz
y papel. De acuerdo con los estindares educativos
del National Council of Teachers of Mathematics
(NCTM) (2000), la tecnologia es esencial en la
ensefianza y el aprendizaje de las matemaéticas, ya
que influye directamente en las formas de ense-
flanza y potencia el aprendizaje.

En México, estudios como el de Balderas et
al. (2014) han reportado la dependencia tanto de
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profesores como de estudiantes hacia el algorit-
mo de la regla de tres, en cuya aplicacion se ha
observado una arraigada omisién a analizar las
variables involucradas. El curriculo escolar mexi-
cano (SEP, 2017) pretende que desde el nivel ele-
mental hasta tercero de secundaria (14-15 afios)
se consolide un pensamiento proporcional que
posibilite enfrentar cualquier problema de natu-
raleza proporcional, lo cual consideramos posible
en un ecosistema de enseflanza que dé seguimien-
to al progreso de los estudiantes y a la conexion
entre los temas involucrados.

El trayecto comienza con la ensefianza de las
fracciones y ejercicios multiplicativos en tercero
y cuarto de primaria (8-9 aflos); en quinto y sex-
to inicia la etapa preproporcional (10-11 anos),
en la que se comparan razones y se estudia su
equivalencia, ademas se generan tablas simples
de razones multiplicativas. La etapa proporcional
comienza en el primer afio de secundaria (12-13
afios), donde se aprende la proporcionalidad di-
recta y se trabaja con tablas de variacion y por-
centajes. Para segundo de secundaria (13-14 afnos)
debe consolidarse la proporcionalidad directa, se
introduce la proporcionalidad inversa y los re-
partos proporcionales. Finalmente, en tercero de
secundaria (14-15 afos) se estudia la covariacion,
la semejanza de poligonos y las funciones linea-
les, con lo cual se espera que los estudiantes ha-
yan desarrollado un razonamiento proporcional
avanzado.

Creemos que no hay una ilaciéon consciente de
los temas de razonamiento proporcional en las
aulas de matematicas; sin embargo, desarrollar
tal juicio supera las limitantes de este trabajo, por
lo que nos adherimos a la btusqueda de solucio-
nes que contribuyan a formar estudiantes con los
aprendizajes esperados.

Al considerar las problematicas anteriores,
la cuestion a la que se enfrenta la comunidad es
como promover en los estudiantes un razona-
miento proporcional s6lido. Nuestra postura res-
pecto a como se produce el conocimiento en el
aula parte de una premisa socioconstructivista:



la vision del aprendizaje como una construccion
activa implica que los estudiantes estructuren y
modifiquen sus formas actuales de conocimiento
matematico, las cuales estan influidas por su en-
torno sociocultural. Por lo tanto, una aproxima-
cion hacia las diversas formas en que los alumnos
interpretan las situaciones matemaéticas particu-
lares es crucial para el disefo de la instrucciéon y
para la ensefianza (Cobb et al., 1992).

Acorde con lo expuesto, nuestra propuesta
pretende confrontar las problematicas descritas
mediante actividades did4cticas con un acerca-
miento funcional en contextos realistas y apoya-
das en la tecnologia digital. La hipotesis es que
el razonamiento proporcional de los estudiantes
sera cada vez mas sofisticado si se promueven
habilidades que confronten las cuatro problema-
ticas planteadas.

Al utilizar la tecnologia digital los alumnos
pueden explorar més representaciones y ejem-
plos de los posibles en la ensefanza tradicional,
por lo tanto, emergen formas de razonar que son

complejas de observar sin el uso de la tecnolo-
gia. No obstante, el NCTM (2000) advierte que
la tecnologia digital no es una panacea y que su
uso puede ser tanto adecuado como deficiente. A
su vez, se distinguen dos vertientes en que puede
emplearse la tecnologia: como herramienta cog-
nitiva y como instrumento de calculo numérico y
algebraico. En este estudio la hemos utilizado de
la primera forma, es decir, como una herramienta
que ayuda a construir los conceptos y desarrollar
las habilidades.

Duijzer et al. (2017) realizaron una investiga-
cion con estudiantes de primaria por medio de una
aplicacién en una tableta multitouch, en la cual
se encontr6é que los alumnos lograron coordinar
la vista y los gestos asociados a una relacion pro-
porcional. Por su parte, Gueudet (2007) realizé un
experimento de ensefianza con estudiantes de se-
cundaria utilizando una plataforma web (mathen-
poche.sesamath.net) con problemas de situaciones
proporcionales relacionados con la semejanza,
la comparacion de razones y la equivalencia. La
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Los estudiantes son
participantes activos

en el desarrollo de su

propio aprendizaje y en la
construccion de modelos que
matematizan la realidad a
partir de un contexto cotidiano

autora reporta que aunque las habilidades de
razonamiento proporcional de los estudiantes au-
mentaron, enfrentaron el inconveniente de que la
plataforma solo muestra las respuestas, ademéas
de que los estudiantes tuvieron poca participa-
cion escrita. Estos inconvenientes pueden gene-
rarse debido a que con frecuencia las plataformas
no estan disefiadas con fines didacticos especifi-
cos, no son flexibles a su adaptacion a los contex-
tos educativos y no toman en cuenta la sinergia
que debe existir entre el diseno de tareas y los re-
cursos tecnologicos.

Asimismo, Lobato y Thanheiser (2002) utili-
zaron SimCalc MathWorlds, el cual ayudé a los
estudiantes en su comprension de las situaciones
proporcionales. Los autores recomiendan que la
instruccion con uso de tecnologia se combine con
el trabajo en lapiz y papel para obtener mejores
resultados en el aprendizaje de los estudiantes.
Sobre la misma linea, en México se han imple-
mentado distintos proyectos para el uso de las
tecnologias digitales en las escuelas primarias pa-
blicas; por ejemplo, Red Escolar, Ensehanza de
las Matematicas con Tecnologia (EMAT), Enci-
clomedia, Habilidades Digitales para Todos, Mi
Compu mx y @prende.mx, proyectos desarro-
llados en algunos estados del pais para diversos
grados escolares (Padilla-Partida, 2018); cabe
mencionar que ninguno de estos se consolido.
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MARCO TEORICO
Matematica realista

El enfoque de ensefianza de la educacién matema-
tica realista (EMR) destaca que las “situaciones
realistas” son fundamentales para el aprendizaje
de esta materia. De acuerdo con esta corriente,
las matematicas comienzan en la realidad, enten-
diéndola como una construccion histérica y cul-
tural (Freudenthal, 1991). En consecuencia, si la
educacion matemaética parte de situaciones que
son significativas para los estudiantes, entonces
tienen la oportunidad de atribuirles significado
a las construcciones mentales que desarrollan
mientras resuelven situaciones problematicas. De
este modo, sus conocimientos se vuelven gradual-
mente més formales y menos dependientes del
contexto inicial. Por lo tanto, los estudiantes son
participantes activos en el desarrollo de su propio
aprendizaje y en la construccién de modelos que
matematizan la realidad a partir de un contexto
cotidiano (Gravemeijer, 2020).

En la EMR se identifican dos tipos de matema-
tizacion: la matematizacién horizontal, donde los
estudiantes transitan de lo real a lo simbolico para
dar respuesta a problemas del propio contexto, y
la matematizacién vertical, donde los estudiantes
realizan conexiones conceptuales y crean estrate-
gias para resolver problemas dentro del sistema
matematico, es decir, se separan del contexto ha-
cia el camino de la abstraccion y la generalizacion
(Van den Heuvel-Panhuizen & Drijvers, 2020).

De acuerdo con Freudenthal (1991), el contexto
y el disefio didactico debe permitir a los estudiantes
transitar de la matematizacion horizontal hacia la
matematizacion vertical. Gravemeijer (2020) identi-
fica cuatro niveles hacia la matematizacion vertical:
1) nivel situacional: se interpreta y organiza la rea-
lidad mediante razonamientos matematicos infor-
males y dependientes del contexto (matematizacién
horizontal); 2) nivel referencial: se crean esquemas y
modelos que tienen sentido dentro del contexto ini-
cial, comienza la matematizacién vertical al surgir



“modelos de...”; 3) nivel general: se relacionan los
conceptos, se generan estrategias que se separan
del contexto, el razonamiento se da en el mundo
matematico y surgen “modelos para...”; y 4) nivel
formal: se comprenden los conceptos mediante su
simbolismo matematico, la reflexiéon ha transitado
al mundo matematico y se puede prescindir de los
modelos.

Razonamiento proporcional

En cuanto a nuestro objeto de estudio, partimos
de la definicion de Lesh et al. (1988): “El razona-
miento proporcional es la habilidad que permite
trabajar con situaciones que impliquen variacion,
cambio, sentido de covariaciéon y comparaciéon
multiple, ademés de la capacidad de procesar y
almacenar mentalmente varias piezas de infor-
macion” (p. 93). Acorde a esta definicion, Modes-
tou y Gagatsis (2010) desarrollaron un modelo de
razonamiento proporcional que puede ser des-
crito en tres categorias: razonamiento analdgico,
proporcionalidad y conciencia meta-analogica
(ver figura 1). Para la presente investigacion nos
afiliamos a esta propuesta y coincidimos en que
una ensefianza inadecuada contribuye a crear el
obstaculo epistemolégico de la linealidad.
Respecto a lo que involucra el razonamiento
proporcional, identificamos las habilidades pro-
porcionales como aquellas facultades que son
sefnaladas como necesarias para que una persona
posea un razonamiento proporcional sblido. Lo-

bato et al. (2010) y Weiland et al. (2021) indican
que estas habilidades deben incluir: 1) atender y
coordinar dos cantidades que varian dependien-
temente, 2) reconocer y utilizar las estructuras
de las situaciones proporcionales (equivalencia
de razones, constante de proporcionalidad y li-
nealidad), 3) comprender la proporcionalidad
desde multiples representaciones (simbdlica,
algebraica, tabular y grafica), y 4) distinguir las
situaciones lineales de las no lineales. Considera-
mos que estas cuatro habilidades son clave para
nuestro estudio y las nombramos como habilida-
des proporcionales.

Muttaqin et al. (2017) mencionan que para
desarrollar en los estudiantes habilidades de ra-
zonamiento proporcional, los profesores pueden
proponer tareas de razones y proporciones en un
contexto amplio que permita a los estudiantes
experimentar, discutir y realizar predicciones;
ademas, las tareas deben ayudarlos a conectar el
razonamiento proporcional con otros procesos
que ya ejecuten o comprendan. En nuestro disefio
de tareas tenemos en cuenta estas recomendacio-
nes de ensefianza para promover las cuatro habi-
lidades de razonamiento proporcional expuestas
anteriormente.

Investigacion de diseno
Para englobar el marco teérico y pautar la inter-

venciéon nos apoyamos en el enfoque de investi-
gacion basada en disefio (IBD) propuesto por

Razonamiento

Habilidad para resolver analogias verbales

analégico

-—

Habilidad para resolver analogias numéricas

Razonamiento
proporcional

Proporcionalidad ]—[

D

Conciencia

Habilidad para resolver problemas lineales y no lineales

meta-analdgica

)
)
Habilidad para resolver problemas lineales ]
)
]

Habilidad para resolver problemas no lineales

Figura 1. Modelo de razonamiento proporcional.
Fuente: adaptado de Modestou y Gagatsis (2010).
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Bakker (2018). La naturaleza ciclica del enfoque
estd basada en tres fases: 1) preparacion y disefio,
2) experimento de enseflanza (implementacion) y
3) anélisis retrospectivo y redisefio. Debido a que
en este tipo de investigacion el disefio y la inno-
vacion en el aula son aspectos clave, se propone
el uso de la tecnologia digital para permitir a los
estudiantes interactuar con multiples represen-
taciones, facilitar la simulacién de situaciones
realistas y comprobar sus propios resultados en
entornos didacticos virtuales interactivos (EDVI).

Para organizar el disefio de las tareas que
guian a los estudiantes en el proceso de mate-
matizacidon, nos sustentamos en la trayectoria
hipotética de aprendizaje (THA) (Simon, 2020).
A su vez, en el disefio de las actividades que inte-
gra cada tarea nos apoyamos del marco didactico
Cuevas-Pluvinage, que aporta una ingenieria di-
déctica que rescata principios didacticos de Piaget
y de la escuela activa adaptandolos a la educacion
matematica (Cuevas & Pluvinage, 2003).

En cuanto al uso dela tecnologia, encontramos
que una de las labores méas complejas para un do-
cente es implementar principios de una didactica
de corte constructivista en un aula tradicional con
los elementos usuales. Por ejemplo, introducir
en un aula tradicional un concepto matemaético
mediante la problematizaciéon de una situacion
cotidiana resulta casi imposible. Una posible
solucién es contar con un escenario virtual que
simule un fenémeno real, donde los estudiantes
interactiien con diversos contextos de forma di-
namica y que su uso permita la construccion de
conocimiento matemético (Moyer-Packenham &
Bolyard, 2016).

De este modo se brinda a los alumnos la
oportunidad de accién y de aprender a su propio
ritmo. La tecnologia digital dota al estudiante y
al profesor de una especie de laboratorio por-
tatil al utilizar diversos dispositivos, como te-
1éfonos moviles y tabletas (Cuevas et al., 2017).
La problemaética expuesta y las consideraciones
teoéricas anteriores nos conducen a la siguiente
pregunta de investigacion: équé ventajas (o des-
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ventajas) se pueden apreciar en el razonamiento
proporcional de los estudiantes cuando se les plan-
tean tareas de proporcionalidad, en contextos re-
alistas mediados por la tecnologia, enfocadas a la
distincion entre situaciones lineales y no lineales?

METODOLOGIA

Con base en nuestro marco metodoldgico, el en-
foque de IBD utilizado consta de las siguientes
fases: preparacion y disefio, experimento de en-
sefianza y analisis retrospectivo.

Fase de preparacion y disefio

Se disefiaron y desarrollaron: 1) una preprueba
para obtener un diagnostico de los prerrequisitos
matemaéticos para abordar los temas a estudiar;
2) una THA que guia el proceso de ensefianza y
marca los objetivos de aprendizaje; 3) tres se-
cuencias de actividades didacticas con sus res-
pectivos EDVI “Naranjada”, “Zoom Totoro” y
“Autos”; y 4) una encuesta para detectar posibles
problemas de instrumentacion. La preprueba y la
encuesta final se alojaron en Formularios de Goo-
gle para que se respondieran en casa con el fin de
ahorrar tiempo de aula.

Secuencia de actividades (tareas)

Se disenaron tres EDVI en GeoGebra, con sus
respectivas hojas de exploracion y aprendiza-
je guiado (HEAG). Para el diseno se consider6
que los entornos virtuales fueran de proporcio-
nes adaptables para su visualizacion en distintos
dispositivos. La secuencia de las actividades se
puede observar en la ruta didactica que muestra
la figura 2.

Tarea 1: se trata de comparar propuestas de
mezcla de zumo de naranja y agua (ver figura 3a
y 3b). El objetivo es que los estudiantes aprendan
a plantear, comparar y determinar equivalencia
entre razones, asi como generar tablas de razones



equivalentes e identificar la constante de propor-
cionalidad. Finalmente, se realiza una actividad
extra para aplicar el conocimiento aprendido en
contextos diferentes.

Tarea 2: se debe realizar un efecto zoom para
reducir o aumentar una imagen de figuras del
personaje Totoro acorde con una razén de seme-
janza que se introduce en una casilla de entrada
(ver figura 3c¢). El objetivo es que los estudiantes
desarrollen actividades de semejanza utilizando
la constante de proporcionalidad. También se
pretende afrontar el problema de la ilusiéon de la
linealidad al tabular y graficar las relaciones ra-

Aplicacion

dela Razones y proporcion directa

preprueba

EDVI “Naranjada”
Planteamiento,
comparacién e

igualdad de razones

Tabular y graficar razones

EDVI “Zoom Totoro”
Realizar tabla de
razones y gréfica del
perimetro de un
rectangulo (funcion
lineal)

zon-perimetro (lineal) y razén-area (cuadratica),
con el fin de conducir a los estudiantes hacia la
comparacion de ambos modelos.

Tarea 3: consiste en visualizar un automovil
que se mueve a una velocidad constante superior
al limite permitido y una patrulla que inicia una
persecucion con aceleracion constante en el mo-
mento que el auto pasa a su lado (ver figura 3d).
El objetivo es que los estudiantes interactien
con el EDVI mientras describen, analizan y com-
paran las caracteristicas y las representaciones
de los dos movimientos, es decir, el movimien-
to rectilineo uniforme (MRU) y el movimiento

Anélisis de una funcién lineal
y una funcién no lineal
EDVI “Autos”
Analisis del movimiento
para velocidad constante
y aceleracién constante
(funcién lineal y no lineal)

Figura 2. Disefio de la ruta did4ctica que guia la secuencia de instruccion.

Fuente: elaboracion propia.

(a) EDVI Naranjada (b) EDVI Naranjada

Jarraz |
| 1

° / /
s o | sen
vasoe 2 vasos's | Vases:s

Jarra 1

(¢) EDVI Zoom Totoro

] cumtricus
[ euntes

] Towre

L A | (AR R
e

La razon de ﬂﬂrﬂl:\E La razén de naranja
enaguaes|? a5 | enaguaesiG as

Completa.loa valores:

112 Jssto mismo aue 4° B °
© 5

Bal

(d) EDVI Autos

Figura 3. EDVI utilizados en la secuencia de ensefianza.
Fuente: elaboracion propia.
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rectilineo uniformemente acelerado (MRUA).
De este modo, los estudiantes deben identificar
los modelos presentes (lineal y cuadratico) para
compararlos y transitar en sus representaciones
tabular, grafica, algebraica y simbdlica.

Fase de experimento de ensefianza

El estudio se realiz6 mediante una intervenciéon
presencial en dos grupos de una secundaria téc-
nica en México. Participaron en el estudio 35
estudiantes, de catorce y quince afos, en el in-
vierno de 2021. La instruccion se dividié en tres
sesiones de 90 minutos en un salén de computo de
la escuela. Cada estudiante cont6 con una compu-
tadora personal que tenia precargados los EDVI,
y también tuvieron sus respectivas HEAG de for-
ma impresa. La intervencion estuvo a cargo de un
autor de este articulo, apoyado por el profesor del
grupo y un asistente de investigacion. En las sesio-
nes se promovibé un aprendizaje colaborativo y se
discutieron las respuestas en grupo.

RESULTADOS

En el analisis de resultados evaluamos el progreso
de los estudiantes en los niveles de matematiza-
cion con base en las habilidades de razonamiento
proporcional citadas en nuestro marco tedrico.
En la tabla 1 se muestra la articulacion de las
habilidades evaluadas con los niveles propues-
tos por la EMR. En los criterios utilizados debe
considerarse lo siguiente: 1) el nivel formal se
descart6 debido a que su alcance no corresponde
al nivel educativo de los estudiantes y las acti-
vidades no fueron disenadas para alcanzar este
nivel; 2) utilizamos el término proporcionalidad
para referirnos a la proporcionalidad directa a
menos que se indique lo contrario; 3) la represen-
tacion grafica describe una relacion funcional en
un plano cartesiano; y 4) los criterios asociados a
cada nivel no reflejan la competencia de los estu-
diantes para resolver problemas especificos, sino
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unicamente categorizan las caracteristicas de las
habilidades que se desarrollan a partir de los con-
textos presentados.

A continuacion, se presentan los resultados
obtenidos de los 17 estudiantes que completaron
la totalidad de las tareas.

Tarea 1: “Naranjada”

En esta tarea los estudiantes mostraron habilida-
des para plantear razones en distintas notaciones,
comparar razones, aplicar el principio multipli-
cativo para obtener razones equivalentes y utili-
zar el método de la razon unitaria para resolver
problemas practicos. Al realizar las actividades
de la naranjada, los alumnos utilizaron sus cono-
cimientos previos en un proceso de matematiza-
cidon horizontal, asimilando correctamente tres
notaciones equivalentes para una razon (a es b,
a:b, a/b). Todos notaron que debido a una pro-
puesta aleatoria de naranjada, la intensidad de
sabor depende de un proceso de covariacion, por
lo que se refleja el nivel situacional, es decir, su
actividad matematica se produce dentro del mun-
do numérico solo para interpretar el contexto y
emitir un juicio, la matematizaciéon horizontal es
un ir y venir del contexto al mundo matematico.
Un hallazgo que aporta a responder la pregun-
ta de investigacion se gener6 durante las activi-
dades de esta tarea; el EDVI present6 a algunos
estudiantes un par de propuestas de naranjada
en las que la diferencia entre el antecedente y el
consecuente era la misma en ambas razones, por
ejemplo 2:7y 3:8 (ver figura 4a). En ese momento
se manifest6 una forma intuitiva que utilizaban los
estudiantes para comparar las razones, la cual con-
sistia en realizar mentalmente una biyeccién 1 a 1
entre vasos de naranja y vasos de agua para tomar
una decision acerca del sabor con base en los vasos
sobrantes. En el ejemplo de la figura 4a, una vez
hecha la biyeccion, en ambos escenarios quedo6 el
mismo nimero de vasos de agua sin asociar, por lo
que los estudiantes respondieron que las dos tie-
nen el mismo sabor, es decir, la misma proporcion.



Tabla 1. Criterios desarrollados para evaluar las tareas con base en la articulacion entre las habilidades de razonamiento proporcional y
los niveles de matematizacion de le EMR

HABILIDADES DE RAZONA-
MIENTO PROPORCIONAL

Nivew 1: situacionaL

NIVEL 2: REFERENCIAL

NIVEL 3: GENERAL

Atender y coordinar
dos cantidades

que varian
dependientemente

Perciben la covariacion de
una variable con respecto a
otra en un contexto especifico

Identifican la variacién y

la dependencia entre dos
variables de un contexto

para hacer predicciones o
inferencias respecto al cambio
de una de ellas

Determinan el tipo de relacién
funcional entre dos variables
identificando la variable
dependiente y la variable
independiente

Reconocer y utilizar
las estructuras

de las situaciones
proporcionales

Plantean y comparan razones
a partir de un contexto
utilizando razonamientos
intuitivos

Utilizan la equivalencia como
medio para comparar razones
e identifican y operan con la
constante de proporcionalidad

Perciben a la proporcionalidad
como un modelo lineal y = kx

y comprenden el algoritmo de
la multiplicacion cruzada para
comparar razones

Comprender la
proporcionalidad
desde multiples
representaciones

Capturan datos discretos de
un contexto de covariaciéon
lineal para generar una
representacion tabular o

una representacion grafica;
pueden hacer inferencias a
partir de las representaciones
dentro del mismo contexto

Pueden determinar la
propiedad lineal de un
fendmeno a partir de las
representaciones tabular o
grafica y obtener el modelo
algebraico de la situacion
particular

Asocian la linealidad con una
relacion discreta multiplicativa
en la representacion tabular,
una linea recta continua en una
representacion grafica y una
ecuacion de la forma y = kx+a
en la representacion simbdlica

Distinguir las
situaciones lineales
de las no lineales

Distinguen la linealidad (o su
ausencia) al tomar o analizar
datos discretos de una
situacion de covariaciéon en
las representaciones tabular
o grafica

Relacionan la linealidad

con un factor multiplicativo
constante en las tablas y una
covariacioén proporcional en
las graficas

Calculan e identifican
explicitamente a la pendiente
en las funciones lineales y

la razén de cambio no lineal
en las funciones no lineales
independientemente de la
representacion dada

Fuente: elaboracion propia.

Esta concepcion errénea la extendian a todas
las situaciones y les funcioné cuando los vasos
restantes de agua fueron distintos, con excepcion
de las razones equivalentes. No obstante, cuan-
do los vasos restantes de agua fueron iguales, el
EDVI sefial6 el error, incomprensible para al-
gunos de los estudiantes. Al cierre de la sesion,
mediante una discusiéon grupal, se precisaron
métodos para comparar razones y se comprobo
que la mayoria de los alumnos adoptaba el razo-
namiento descrito, incluso algunos se mostraron
sorprendidos de que el método fallara. Debido
a que el EDVI entrega propuestas aleatorias, se

detecto esta concepcion erronea y los estudiantes
tuvieron la necesidad de cambiar la forma en que
interpretaban y comparaban las razones.

La actividad de completar tablas de razones
equivalentes esta sujeta al contexto (mezclas na-
ranja-agua en la misma proporcién): se observo
en algunos estudiantes la persistencia del razo-
namiento aditivo en vez del multiplicativo (ver
figura 4b). Una manera de comparar las razones
equivalentes de las tablas es considerar pares de
razones que tengan numeradores o denominado-
res iguales; los estudiantes se valieron de ese he-
cho (ver figura 4c¢) para hacer juicios numéricos
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Figura 4. Evidencia de las actividades correspondientes a la tarea 1.

Fuente: elaboracion propia.

y dar un argumento de covariaciéon basado en el
denominador de las razones.

En los ejercicios de aplicacion, posteriores a
la actividad con el EDVI, 43% de los estudiantes
utiliz6 eficientemente el método de la razon uni-
taria para comparar razones. En la figura 4d se
muestra un ejercicio de ordenamiento de razones
(adaptado de Lamon, 2020), que consiste en aco-
modar un conjunto de animales en relacion con
su peso y la cantidad de alimento que consumen.
El método de la razdn unitaria para resolver pro-
blemas en contextos diferentes se ubica en el nivel
referencial de la habilidad para reconocer y utili-
zar las estructuras proporcionales.

Tarea 2: “Zoom Totoro”

Los alumnos mostraron la habilidad para transi-
tar entre las representaciones tabular, grafica y
algebraica de la proporcionalidad, obteniendo un
modelo que describe el perimetro de rectangulos
semejantes. En la etapa inicial de la tarea se invo-
lucran procesos de visualizaciéon, medida y prin-
cipio multiplicativo. La actividad de calcular las
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dimensiones de la imagen del EDVI para distintas
razones esta anclado al contexto (nivel situacio-
nal); sin embargo, al seguir el patréon se marca el
camino al nivel referencial, ya que los estudiantes
notaron que para obtener las medidas de la ima-
gen replicada se deben multiplicar las medidas de
la imagen original por la razén de semejanza (ver
tabla en la figura 5a).

Para calcular el perimetro de imagenes am-
pliadas segiin una razon de semejanza, los es-
tudiantes se basaron en la tabla de dimensiones
alejandose del contexto debido a que el concepto
inicial se relaciona, en primera instancia con el
perimetro y, en segunda, con el area. La figura 5a
corresponde a un estudiante que calcula los pe-
rimetros para las razones propuestas en la tabla,
logra llegar a la expresion lineal P = 9x y aplica el
modelo particular encontrado; ademas, transita
correctamente entre las representaciones tabular
y gréfica, reconociendo las caracteristicas lineales
del contexto.

Es importante sefalar que, aunque 75% de
los participantes realiz6 de forma correcta la
tabla y la grafica del perimetro (ver figuras 5a
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Figura 5. Evidencia de las actividades correspondientes a la tarea 2.

Fuente: elaboracion propia.

y 5b), posteriormente se identific6 que solo 18%
reconoci6 la caracteristica lineal de la variacion
del perimetro con respecto a la razoén de semejan-
za, por lo que no se asociaron de manera general
las caracteristicas lineales de las representacio-
nes con el concepto de perimetro. En cuanto al
transito entre las representaciones de la relacion
razon-area, solo 25% de los estudiantes comple-
16 la tabla y realiz6 la grafica (ver figura 5c¢), pero
ninguno obtuvo un modelo algebraico correcto.
En consecuencia, los estudiantes no tuvieron la
oportunidad de contrastar entre la propiedad li-
neal del perimetro y cuadratica del area. En ge-
neral los alumnos no fueron més alla del nivel
situacional en las actividades de esta tarea debido
a las dificultades aritméticas y a sus carencias en
cuanto a los conceptos de perimetro y area.

Tarea 3: “Autos”

Los estudiantes evidenciaron su habilidad de dis-
tinguir una situacioén lineal de una que no lo es.
En general, identificaron los rasgos distintivos de
cada una en las distintas representaciones. En un
inicio, las actividades en este EDVI son de ins-
trumentacion y contextualizaciéon. Todos los es-
tudiantes encontraron las caracteristicas de los
movimientos, tanto a velocidad constante como
a aceleracion constante. Sus ideas informales so-

bre estos conceptos se modificaron al interactuar
con el EDVI, al senalar las caracteristicas de las
variables del contexto y al realizar las observacio-
nes solicitadas en las actividades de la tarea.

A partir del contexto, todos los estudiantes
completaron las tablas de covariacion indica-
das; de estas, solo 60% describié correctamente
el movimiento lineal y apenas 25% dio muestras
de encontrar un patréon de variaciéon para la ace-
leracion (ver figuras 6a y 6b). Lo anterior debido
a que transitar del contexto a la representacion
tabular y, a la postre, de la representacion tabular
a la gréfica, resulta intuitivo para los estudiantes,
incluso la mayoria reconocen las caracteristicas
lineales de la situacion. Cabe sefialar que recono-
cer el patron de variacion para expresar de forma
explicita un modelo algebraico general es una ta-
rea que requiere mayor abstraccion.

En ese sentido, 81% de los estudiantes grafi-
¢6 correctamente ambos movimientos y los com-
pard (ver figura 6¢); empero, solo 65% llegb a
conclusiones de caracter general (ver figura 6d),
por lo que es claro que dar el salto hacia el nivel
general requiere un mayor acompafiamiento de
las actividades. En este punto de la intervenci6on
se observo un claro progreso en las habilidades de
razonamiento proporcional de los estudiantes. En
esta ultima tarea, 65% de los estudiantes identifi-
c6 relaciones entre las variables que van mas alla
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Figura 6. Evidencia de las actividades correspondientes a la tarea 3.

Fuente: elaboracion propia.

del contexto inicial, al concluir que la va-
riacion es proporcional (en el automovil) y
cuadratico (en la patrulla).

En la figura 6d se muestra como un
alumno interpreta el movimiento y la varia-
cion, al argumentar que, si se recorren dis-
tancias iguales en tiempos iguales, distancia
y tiempo tienen una relaciéon constante, y
afade que el crecimiento de la aceleracion
siempre superara al de la velocidad por-
que “la velocidad del auto no cambia y la
de la patrulla aumenta constantemente”.
En estos razonamientos se observa un en-
riquecimiento conceptual que trasciende al
contexto; las manipulaciones no son numé-
ricas o algebraicas, son de caracter general,
es decir, son razonamientos que aplican
para cualquier contexto de MRU y MRUA.
Al respecto, Freudenthal (1991) menciona
que “la relacién entre la razoén constante y
la linealidad es una hazafia de matematiza-
cion vertical” (p. 43).

La tabla 2 muestra el resumen del ana-
lisis de resultados con base en los criterios
establecidos en la metodologia. En la tabla
2 los caracteres X significan que, por el di-
seno de la tarea, no es posible evaluar esa

habilidad en el nivel correspondiente. Ob-
servamos un aumento en el porcentaje de
éxito de los estudiantes en las habilidades
evaluadas desde la tarea 1 hasta la tarea 3,
por lo que asumimos que se promovio el
razonamiento proporcional en las habi-
lidades consideradas. No obstante, en el
anélisis se revelaron aspectos a mejorar
en el diseno de tareas y correcciones en los
EDVI que les permitan a los estudiantes
mayor libertad para un aprendizaje signi-
ficativo.

DISCUSION

En la tarea 1 los estudiantes tuvieron difi-
cultades para comparar dos razones cuya
diferencia entre antecedente y consecuente
erala misma; esaidea cambi6 durante la se-
sion, por lo que inferimos hay obstaculos en
la comprensién que emergen con este tipo
de actividades. De acuerdo con Sierpins-
ka (2004), “las tareas deben ser capaces
de revelar las concepciones erroneas mas
ocultas de los estudiantes” (p. 14). Como
esta situacion se present6 en la mayoria



Tabla 2. Resumen de los resultados obtenidos en cada una de las tareas, con porcentaje de estudiantes que alcanzd cada nivel

de matematizacion

Tarea 1: “Naransapa” (%) | Tarea 2: “Zoom Tororo” (%) Tarea 3: “Autos” (%)
HABILIDADES DE RAZONAMIENTO PROPORCIONAL
N1 N2 N3 N1 N2 N3 N1 N2 N3

Atend di d tidad

endery coordinar dos cantidades 100 | 43 X 100 | 87 0 100 | 100 | 60
que varian dependientemente
R tilizar | truct

econOf:er ylu ilizar las esl ructuras 100 43 X 100 93 0 100 87 62
de las situaciones proporcionales
C der | ionalidad

ompren' gr a proporciona |‘ a 93 X X 75 18 0 81 68 25
desde multiples representaciones
Distinguir | ituaci lineales d

is |ngg|r as situaciones lineales de X X X 25 25 0 87 56 0
las no lineales

Fuente: elaboracion propia.

de los alumnos, consideramos que el uso
del EDVI favoreci6 la deteccion de la con-
cepcion erréonea y los animé a cuestionar-
se su intuicion inicial, lo cual podria no
haber sucedido en un ambiente estatico.

A pesar de que la estrategia utiliza-
da por los estudiantes es errénea, podria
interpretarse como un antecedente a la
estrategia informal, pero correcta “nor-
ming”, que Lamon (2020) ha definido
como aquella que es usada como unidad
para reinterpretar una segunda razon;
sin embargo, en este caso los estudiantes
no la utilizaban para comparar la razéon
completa sino elementos de esta, lo cual
conlleva al erréneo, en este caso, principio
aditivo.

En la tarea 2 el objetivo era confron-
tar la ilusion de la linealidad, respecto a la
confusion que presentan los estudiantes al
suponer que el perimetro, el area y el vo-
lumen guardan una relacion lineal con la
razon de semejanza. A la luz de los resulta-
dos percibimos que la tarea les pareci6 de-
masiado dirigida y con poca libertad para
crear soluciones alternativas, por lo que en
el redisefo consideramos necesario ahadir
al EDVI diferentes figuras geométricas,
incluso irregulares como lo sugieren de

Bock et al. (2007); por ejemplo, al analizar
la cantidad necesaria de tinta para pintar
una figura de Santa Claus en la que se ha
incrementado su altura respecto a un di-
bujo a escala.

Como practica posterior se pueden uti-
lizar contextos de riqueza cultural, a saber,
el NCTM (2000) propone historias tipo
Los vigjes de Gulliver para hacer analogias
entre perimetro, area y volumen. De este
modo, los estudiantes tendran una mayor
oportunidad para distinguir la relaci6on
lineal del perimetro con la cuadratica del
areay la ctibica del volumen.

En la tarea 3 los razonamientos gene-
rales a los que llegaron los alumnos nos
marcan la pauta para profundizar en las
actividades que hagan surgir la generali-
zacion en la representaciéon algebraica y
se identifique a la razén de cambio como
una medida de la covariacién que permi-
ta distinguir las situaciones lineales de las
no lineales. En esta etapa los estudiantes
mostraron un claro progreso al distinguir
y caracterizar el contexto de la velocidad
desde una perspectiva de proporcionali-
dad dinamica, la cual ha sido definida por
Miyakawa y Winslew (2009) como una de-
pendencia funcional entre dos variables de
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la forma y = mx, donde hay una entrada
y una salida; mientras que identifican a la
proporcionalidad estética por la expresiéon
a:b=c:d.

En nuestro experimento de ensefian-
za el objetivo es tender un puente entre el
razonamiento proporcional (asociado a la
proporcionalidad estatica) y las funciones
lineales (asociadas a la proporcionalidad
dindmica). En este tipo de tareas se rela-
cionan los razonamientos proporcional,
funcional y algebraico; por lo tanto, se co-
rrobora la importancia del razonamiento
proporcional como prerrequisito para ac-
ceder al dlgebra (Hemmi et al., 2021).

CONCLUSIONES

El razonamiento proporcional es un con-
cepto matemético que trasciende los gra-
dos escolares (desde primaria hasta nivel
superior), y constituye un antecedente
para comprender conceptos matematicos
avanzados de calculo diferencial e integral,
ecuaciones diferenciales, algebra lineal,
probabilidad y estadistica, entre otros. Se
identifica que al tratar de promover el ra-
zonamiento proporcional en la secundaria
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El razonamiento proporcional es

un concepto matematico que

trasciende los grados escolares,

y constituye un antecedente
para comprender conceptos

matematicos avanzados de
calculo diferencial e integral

aparecen obstaculos, como la excesiva me-
canizacion en la ensenanza de la matematica
y la carencia de habilidades matematicas de
conceptos implicitos como fraccion, razéon
y proporcion.

En este sentido, tratamos de encontrar
vias de ensenanza al analizar los conceptos
involucrados en el razonamiento propor-
cional. Primero con acercamientos hacia
la razén y la proporcioén y, posteriormen-
te, mediante las funciones lineales y sus
representaciones (simbolica, algebraica,
tabular y grafica). Por lo tanto, el eje de
la propuesta es el concepto razén como
precursor para acceder a la equivalencia,
la comparacion y las tablas de razones, lo
cual conduce hacia las funciones lineales.
Se intenta que los estudiantes experimen-
ten con situaciones realistas, tanto lineales
como no lineales, y cuestionen la lineali-
dad cada vez que enfrenten un problema.
Para lograrlo, la tecnologia digital resultd
un elemento clave al simular contextos re-
alistas, facilitar representaciones dinami-
cas y retroalimentar el aprendizaje de los
alumnos.

De acuerdo con lo expuesto en este ar-
ticulo, el razonamiento proporcional es un
problema complejo en la practica educa-
tiva, en todos los niveles; de ahi la nece-
sidad de innovar practicas didacticas con
el apoyo de la tecnologia digital, lo cual
requiere de una metodologia de investiga-
cién adecuada, como la IBD. Asimismo, la
adopcion de un marco didactico explicito
fue fundamental para el disefio de tareasy
el software educativo producido. Prescrip-
ciones del marco como la interactividad, la
aleatoriedad de datos, la retroalimenta-
cion, las operaciones inversas y la libertad
de formular una solucién fueron impor-
tantes y permitieron a los jovenes elaborar
una tarea experimental con las actividades
matematicas.



El analisis de los resultados expuso las
ventajas de trabajar con razones, transitar
en representaciones proporcionales y con-
trastarlas con fen6menos no lineales en
diferentes contextos. Obtuvimos evidencia
suficiente para discernir en cuales de las
tareas, y de qué forma, se debe profundi-
zar para lograr que los estudiantes mues-
tren mejores progresos en los niveles de
matematizacion. Es decir, la diversidad
de contextos favoreci6 la matematizacion
horizontal (nivel situacional), pero con-
siderando los tiempos en el curriculo, al
redisenar las secuencias didacticas debe-
mos discernir qué es lo més adecuado a
los objetivos, ya que al reducir el niimero
de contextos podria aumentar la oportu-
nidad de lograr mayor profundidad en el
proceso de matematizacion vertical. En
este sentido, deducimos que también son
necesarias actividades totalmente mate-
matizadas, sin referencia a ningtin contex-
to que den cuenta del nivel formal.

A pesar de que en este estudio el ni-
mero de participantes fue reducido, los
hallazgos descritos en la discusiéon pue-
den ser transferibles a contextos educa-
tivos similares, sobre todo las ventajas
que brind6 la tecnologia. Para replicarse
deben tenerse en cuenta los conocimien-
tos previos de los estudiantes, ya que des-
conocer aspectos necesarios para realizar
las actividades —por ejemplo, situar pun-
tos en el plano o saber operar con fraccio-
nes— podria sesgar el analisis de datos y
no evaluar las habilidades que se propone
el estudio.

Con este trabajo encontramos que las
habilidades evaluadas de razonamiento
proporcional son esenciales para las mate-
maticas superiores, aunque un atenuante
puede ser que los estudiantes no desarro-
llen un dominio suficiente de los niimeros
racionales para afrontar problemas de

Encontramos que las habilidades
evaluadas de razonamiento
proporcional son esenciales para
las matematicas superiores,
aunque un atenuante puede

ser que los estudiantes no
desarrollen un dominio suficiente

proporcionalidad con dificultad aritméti-
ca, pero si pueden desenvolverse matema-
ticamente en un contexto especifico.

Este estudio, mas alla de dar muestras
de como puede desarrollarse el razona-
miento proporcional, resalta las ventajas
del uso de la tecnologia digital para afron-
tar ese desafio. El uso de EDVI posibilito
presentar al estudiante datos aleatorios,
interactuar con los contextos de forma di-
namica, mostrar los objetos matematicos
en distintas representaciones y validar
los resultados de manera experimental.
Ademés, permitié observar concepciones
errébneas que probablemente en formas
de enseflanza tradicionales pasarian in-
advertidas. _a
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